




On the solutions of the Diophantine equation by
using the ideal of the ring of integers
Katsusuke Sekiguchi＊， Kenta Ishikawa＊
Abstract: In the Senior high school textbooks, the solution of the 2-variable Diophantine equation is 
given by using the Euclidean algorithm. The purpose of this paper is to solve it by using the ideal of the 
commutative ring. By this method, we can also solve the n-variable Diophantine equation.
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定理2.1　a, b, q∈ としa<b, 0＜b−qaとすると（a, b） 
=（a, b−qa）である。
整数の除法　a, b∈ とするとき






　（a, b）=（a, b−q1a）=（a, r1）=（a−q2r1, r1）=（r2, r1）
 = ･･･ =（rn−1, rn）=rn


















　（a, b）= rn = rn−2−qnrn−1
この式に rn−1= rn−3−qn−1rn を代入すると
　（a, b） = rn−2−qn（rn−3−qn−1rn−2）  
=−qnrn−3+（1+qnqn−1）rn−2  。

















　I ∋a, b,　R∋ r, s  ⇒  I ∋ ra+ sb （3）　
（注） 条件（2）は次の2つの条件（i）,（ii）をともに満た
すことと同値である。
　（i）I ∋a, b  ⇒  I ∋a+b
　（ii）I ∋a, R∋ r  ⇒  I ∋ ra
本論文で重要な役割を演ずるイデアルの例を挙げよ
う。
定義3.2　R∋a1, a2, ･･･ , anとするとき，
集合 IR（a1, a2, ･･･ , an）を
　IR（a1, a2, ･･･ , an）  
　=｛a1x1 +a2x2+･･･+anxn│xi ∈R, 1≦ i≦n｝
で定める。特にR=Zのとき，IZ（a1, a2, ･･･ , an）を単に 
I（a1, a2, ･･･ , an）と書くことにする。
次の命題は容易なので証明は省略する。





命題3.2　Z∋a1, a2, ･･･ , an とするとき次は同値である
（1）不定方程式　a1x1+a2x2+･･･+anxn =bは整数解を持
つ。
（2）b∈ I（a1, a2, ･･･ , an）
このことから，不定方程式の整数解の存在は方程式の





















い。イデアルの定義より I⊃ I（a）＝｛ax│x∈ ｝である。
I ∋bを任意にとる。bをaで割ると
　b=qa+r（q, r∈ , 0≦ r≦a−1）













写像　g：R\｛0｝→  があり，a, b∈ Rでb≠0ならばq, r 









　I （a, b）= I （（a, b））
証明）　Step1．任意のq∈ に対して I （a, b）= I （a, b−
qa）が成り立つ。
∵ I （a, b）∋ ax1+by1=ax1+（b−qa）y1+qay1
　 =a（x1+qy1）+（b−qa）y1∈ I（a, b−qa）
より I （a, b）⊂ I （a, b−qa）･･･①
逆に I （a, b−qa）∋ax2+（b−qa）y2
　 =a（x2−qy2）+by2∈ I（a, b）
より I （a, b−qa）⊂ I （a, b）･･･②
① ②より証明終。
Step2．Step1を（ ）の第１式に適用すると
　I （a, b）= I （a, b−q1a）= I（a, r1）
更に第2式に適用すると
　I （a, r1）= I （a−q2r1, r1）= I （r2, r1）
以下同様の操作を繰り返すと
　I （a, b）= I （a, r1）= I （r2, r1）=･･･= I （rn−1, rn）
となる。rn│rn−1より I （rn−1, rn）= I （rn）= I （（a, b））。
∴ I （a, b）= I （（a, b））。
a1, a2, ･･･ , an, b∈ のとき，不定方程式a1x1+a2x2+  




 I （a, b）∋a=a・1 +b・0 （i）　
 b=a・0+b・1 （ii）　
 （i）, （ii）より I （a, b）∋ r1 =b−q1a （iii）　
 （i）, （iii）より I （a, b）∋ r2=a−q2r1 （iv）　
 （iii）, （iv）より I （a, b）∋ r3= r1−q3r2 （v）　
以下，同様の操作を行うと
















方程式a1x1+a2x2+･･･+anxn=bを解くために I （a1, a2, ･･･ , 
an）∋bを具体的に示す。その際，I （a1, a2, ･･･ , an）∋a1, 
a2, ･･･an から出発してイデアルの性質（3）を使用して 
I （a1, a2, ･･･ , an）∋bを示し，その過程を式で追ってい
く。（3）の使用方法は自由で，ユークリッドの互除法に
沿う必要はない。





































































∴ x=205, y=−41, z=4が解である。
（解法2）









∴ x=−54, y=1, z=19が解である。
75　整数環のイデアルを用いた不定方程式の解法について　
例4　150x+252y+280z+1155w=1









∴ x=27592, y=23, z=−575, w=−3449が解である。
5．お わ り に
本論文で述べた計算アルゴリズムは一般のn-変数不
定方程式にも適用できる。計算の順序は自由なため，簡
潔な解法を各自で工夫できる利点がある。計算の難易度
は変数を増やしてもほとんど変わらないため計算時間は
大幅に短縮できることが多い。また，例でも示したよう
に解き方により何種類もの異なる解が求められる。
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